Programa Inmersion
Notas escritas por Dr. M

Notas del cursos. Basadas en los prontuarios de MATE 3001 y MATE 3023

Clase #1: lunes, 24 de junio de 2024.

1 Conjuntos y propiedades de los niimeros natu-
rales

1.1 Notacién de conjuntos

La nocién de conjunto es una de las principales en todo el campo de las matematicas.
La definicién de conjunto es una bien sencilla:

Definicién 1.1.1. Un conjunto es una coleccién de objetos (o elementos).

Cuando un elemento a pertenece a un conjunto A escribimos a € A. Esto tltimo
see lee “a pertenece a A” o0 “a es elemento de A”. Cuando un elemento ¢ no pertenece
a un conjunto A, entonces escribimos ¢ ¢ A.

Existen dos (2) formas de definir un conjunto:

e explicitamente: se escriben cada uno de los elementos del conjunto. Por ejemplo

- A={a,e,i,0,u},
— B=1{1,2,3,4,5,6),

— C = {domingo, lunes, martes, miercéles, jueves, viernes, sébado}.

e implicitamente: cuando solamente se menciona una caracteristica comun de
todos los elementos. Por ejemplo

— A ={z|z es vocal},

— C ={x|x es un dia de la semana}.

Un conjunto puede estar bien definido o no estarlo. Decimos que un conjunto esté
bien definido si podemos determinar qué elementos pertenecen o no al conjunto.

Ejemplo 1.1.2. El conjunto A = {x |z es vocal} esta bien definido, pues dada una
letra del alfabeto, sabemos si pertenece o no al conjunto. Por ejemplo

e a € A, esto es, a es una vocal.
e m ¢ A, osea, m no es una vocal.

El conjunto B = {z |z es una persona bonita} no estd bien definido, pues (agracia-
damente para el profesor) no hay criterio definido para decir que una persona es o0 no
bonita.



Subconjuntos

Definicién 1.1.3. Decimos que un conjunto A es un subconjunto de un conjunto
B, y escribimos A C B, si todos los elementos de A pertenecen a B, i.e. six € A,
entonces r € B.

Ejemplo 1.1.4. Algunos ejemplos.

e SeaN ={1,2,3,4,5,---} el conjunto de los nimeros naturalesy Z = {--- , =2, —1,
0,1,2,---} el conjunto de los nimeros enteros. Note que N C Z.

e Sea A = {a|a es un mamifero} y B = {b|b es un ser humano}. Note que
B C A.

e A= {a|aesun entero par y a es primo} y B = {1,2,3}. Note que A C B.

e A ={a|a es un enetero par mayor que 2 que es primo} y B = N. Note que en
este caso el conjunto A es vacio, esto es, no tiene ningin elemento. El con-
junto vacio es denotado por (). El conjunto vacio () es subconjunto de cualquier
conjunto, por lo tanto A C B.

Igualdad de conjuntos

Definicién 1.1.5. Decimos que dos conjuntos A y B son iguales, y escribimos A = B,
si todos los elementos de A pertenecen a B y todos los elementos de B pertenecen a
A. En otras palabras, A= Bsiysolosi AC By BC A.

Ejemplo 1.1.6. Algunos ejemplos.
e Si A=1{1,2,3,4,5} y B={2,3,1,5,4}, entonces A = B.
e SiA={-2,-1,0,1,2} y B={z € Z|x* < 9}, entonces A = B.
e SiA={zeR|z?+x+1 <0}, entonces A = .

El conjunto potencia

Definicién 1.1.7. Dado un conjunto A, el conjunto potencia de A, denotado por
P(A), esté definido como el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto A.

Ejemplo 1.1.8. Algunos ejemplos.
e Sea A = {1}, entonces P(A) = {0, {1}}.
o Sea A = {1,2}, etonces P(A) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.
o Sea A = {a,b,c}, etonces P(A) = {0, {a}, {b}. {c} {a,b}, {a, c}. {b,c}, {a,b.c}}.
o Note que P(0) = {0} v P(P(0)) = P({0}) = {0, {0}}.



1.2 Operaciones en los conjuntos

Definicién 1.2.1. El conjunto que contiene todos los elementos a los cuales podemos
hacer referencia en un momento dado se llama el conjunto universo y se representa
con la letra U.

Ejemplo 1.2.2. Si A = {a|a entero positivo par}, entonces U puede ser el conjunto
de los niimeros naturales N

Definicién 1.2.3. Si A es un subconjunto del conjunto universo U, entonces el com-
plemento de A esté definido como el conjunto de los elementos del universo U que
no pertenecen a A. El complemento de A se representa como —A, A¢ o A. Note que

Ac={zeUl|x ¢ A}
Ejemplo 1.2.4. Sea U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, A = {1,2,3,4,5} y B = 0,

entonces

A° = {6,7,8,9,10}
B° = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Ejemplo 1.2.5. Sea U = N, A = {z € N|z < 100} y B = {z € N|x es par},
entonces

A = {101,102,103,104,--- }
B° = {1,3,5,7,9,11,---}
ue = 0.
Definicién 1.2.6. La unién de los conjuntos A y B es el conjunto cuyos elementos

pertenecen al universo y al conjunto A o al conjunto B o a ambos. La unién de A y
B se representa simbdlicamente como A U B.

AUuB={zeUl|lzx e Abéx e B}.

Ejemplo 1.2.7. Si

U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
A = {1,2,3,4,5)

B = {2,4}

C = {4,56,7},

entonces

AUB = {1,2,3,4,5}
BUA = {1,2,3,4,5)
AUC = {1,2,3,4,5,6,7}
BUC = {2,4,5,6,7}.



Ejemplo 1.2.8. Si

A = {x e N|zespar}
B = {z € N]|x esimpar},

entonces AU B = N.

Definicién 1.2.9. La intersecciénde los conjuntos A y B es el conjunto cuyos ele-
mentos pertenecen al universo U y a los conjuntos A y B. La intersecciéon de Ay B
se representa simbdlicamente como A N B.

AnNnB={zxe€U|recAyx e B}.

Ejemplo 1.2.10. Si

U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
A = {1,2,3,4}

B = {2,4)

C = {4,5,6,7}

D

= {2},

entonces

ANB = {2,4}

ANC = {4}
BNC = {4,6}
CND = 1

AnB¢ = {1,3}.
Ejemplo 1.2.11. Si

A = {z € N|zespar}
B = {z € N]|x esimpar},

entonces AN B = .

1.3 El conjunto de los niimeros naturales

En esta seccion analizaremos algunas propiedades de los niimeros naturales. Al con-
junto de los naturales se le pueden asignar dos operaciones binarias: suma y multi-
plicacién. Empezamos discutiendo la operacion de suma.

Suma

Los elementos con los cuales efectuamos una suma se llaman sumandos. El resultado
de la operacién se llama total o suma. Algunas propiedades de la suma de ntimeros
naturales son las siguientes:



Propiedad 1.3.1 (Clausura). Si a,b € N, entonces a + b € N.

Propiedad 1.3.2 (Conmutatividad). Si a,b € N, entonces a +b = b + a.
Propiedad 1.3.3 (Asociatividad). Si a,b,c € N, entonces (a +b) +c=a+ (b+ c).
Ejemplo 1.3.4. Note que 2,3, 4 € Ny

243 = 5=3+4+2
(243)+4 = 5+4=9=24+7=2+(3+4).

Multiplicacién

Los elementos con los cuales efectuamos la multiplicaciéon se llaman factores. El
resultado de esta operacion se llama productor. Si ¢ = ab, entonces decimos que

a es factor o divisor de ¢
b es factor o divisor de ¢

¢ es multiplo de a y de a.
Algunas propiedades de la multiplicaciéon de nimeros naturales son las siguientes:
Propiedad 1.3.5 (Clausura). Si a,b € N, entonces ab € N.
Propiedad 1.3.6 (Conmutatividad). Si a,b € N, entonces ab = ba.
Propiedad 1.3.7 (Asociatividad). Si a,b,c € N, entonces (ab)c = a(bc).
La siguiente propiedad relaciona las dos operaciones:
Propiedad 1.3.8 (Distribucién). Si a,b,c € N, entonces a(b + ¢) = ab + ac.
Ejemplo 1.3.9. Note que 2,3,4 € Ny

2.3 = 6=3-2
(2:3)4 = 6-4=24=2.12=2(3-4)
2344) = 2.7=14=6+8=2-3+2-4.

Resta
Definicién 1.3.10. Si a,b € N, entonces a — b € N si existe ¢ € N tal que c+ b = a.

a se llama minuendo
b se llama sustraendo

¢ se llama diferencia.

Ejemplo 1.3.11. Note que 3,6 € N, pero 3 — 6 ¢ N, pues no existe ¢ € N tal
que 6 + ¢ = 3. Ahora, 6 — 3 = 3 € N, por lo tanto, 6 —3 # 3 — 6, o sea, la
resta no es conmutativa. También, note que 5 — (3 —2) = 5 — 1 = 4, mientras que
(5—-3)—2=2-2=0, por lo tanto, la resta no es asociativa.
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El niimero 0

Supongamos que a = b, entonces a — b = a — a = ¢ tal que ¢+ a = a, pero no existe
c € N que satisfaga esta condicion. Por tal razén, introducimos un simbolo nuevo que
llamamos cero lo representamos con el simbolo 0. El nimero satisface las siguientes
propiedades

0+40 = 0, a+0=a=0+a, paratodoa€eN
0-0 = 0, a-0=0=0-a, paratodoaecN.
El ntmero 0 se llama identidad respecto a la operacién suma, pues a + 0 = a para
todo a € N.
Division
Definicién 1.3.12. Si a,b € N, entonces a + b € N si existe ¢ € N tal que ¢b = a.
a se llama dividendo

b se llama divisor

¢ se llama coclente.

Si existe ¢ € N tal que a + b = ¢, entonces decimos que b divide al nimero a o que b
es un factor de a y que a es un miltiplo de ¢ y b. Decimos también que a es divisible
por ¢ y por b.

Ejemplo 1.3.13. Note que 15+ 5 = 3, pues 3 -5 = 15. Decimos que
5 divide a 15
3 divide a 15

15 es un multiplo de 3 y 5
15 es divisible por 3 y 5

En general, para dos naturales n y 7, decimos que n es multiplo de r si existe un
elemento ¢ € N tal que n = r-t. Cualquier niimero natural n es miltiplo de si mismo,
pues n = 1-n. El namero 1 se llama la identidad multiplicativa.

Ejemplo 1.3.14. Note que 7+ 2 ¢ N, pues no existe ¢ € N tal que 2- ¢ =T7.

Orden de operaciones

Si en una expresion apareen dos o mas operaciones, entonces es necesario determinar
el orden en el cual las efectuaremos.

Cuando aparecen multiplicaciones y sumas, las multiplicaciones se efectuaran
primero a menos que haya un simbolo de agrupacién que requiera otra cosa. Si sélo
aparecen mutiplicaciones y divisiones, se efectiian las operaciones en el orden en que
aparecen, de izquiera a derecha. Si hay divisiones y sumas, las divisiones se efectian
primero a menos que haya un simbolo de agrupacién que requiera otra cosa. Si existe
un sibolo de agrupacién, las operaciones dentro del simbolo se efectiian primero y
siguiendo las mismas reglas.



Ejemplo 1.3.15. Algunos ejemplos:
e 3-2+5=6+5=11.
e (243)-2+5=(5)2+5=10+5=15.
e (6+2-3+3=3-3+3=9+3=3

e 5+3[4+2(1+7)]=5+3[4+2-8 =5+ 3[4+ 16] =5+ 3[20] =5+ 60 = 65.

1.4 Divisores y multiplos de nameros naturales

Definicién 1.4.1. Un nimero natural distinto de 1 se dice que es primo si tiene exac-
tamente dos factores naturales: 1 y propio niimero. Un nimero natural es compuesto
si tiene otros factores ademas del propio nimero y el nimero 1.

Ejemplo 1.4.2. Los numeros 2,3,5,7,11,13,17 son los primeros 7 primos. También,
note que el niimero 1 no es primo ni compuesto.

Factorizaciéon

Teorema 1.4.3. Un nimero natural n > 1, o es primo, o se puede expresar como un
producto de factores primos en forma tnica (excepto por el orden de los factores).

Ejemplo 1.4.4. Note que 24 = 23 .3 y 360 = 23 - 32 - 5.

Definicién 1.4.5. Dados dos naturales a y b, es posible determinar un nimero na-
tural dnico ¢ tal que

1. cesfactordeayd
2. c es el factor mayor que divide a ambos.
El ntimero ¢ se llama el divisor comiin mayor de a y b.

En esta clase utilizaremos la notacion D, para representar el conjunto de los divisores
positivos de a. El divisor comin mayor de a y b es denotador por DCM(a, b).

Ejemplo 1.4.6. Resuelva lo siguiente:

1. Halle el divisor comin mayor de 24 y 36.

Respuesta: Note que

Doy = {1,2,3,4,6,8,12,24}
Dsg = {1,2,3,4,6,9,12,18,36}.

Ahora, Doy N D3g = {1,2,3,4,6,12}, por lo tanto, DCM(24, 36) = 12.



2. Halle el divisor comiin mayor de 40 y 60.

Respuesta: Note que

Dy = {1,2,4,5,8,10,20,40}
Dgo = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}.

Ahora, Dy N Dgy = {1,2,4,5,10,20}, por lo tanto, DCM (24, 36) = 20.

Otra forma de hallar el DCM(a,b) es utilizando las factorizaciones primas de
ambos nimeros. O sea, si

a = pyipyt-eep
b = plpspl,

entonces, ' .
DCM(CL, b) _ prlnln(al,ﬂl)pgun(a2,62) . .p?m(ar,ﬁr)

Ejemplo 1.4.7. Resuelva lo siguiente:

1. Halle el divisor comin mayor de 24 y 36.

Respuesta: Note que

24 = 2%.3
36 = 2%.32

Por lo tanto, DCM (24, 36) = 2min(3:2) . gmin(1.2) — 92. 3 — 12,

2. Halle el divisor comun mayor de 40 y 60.

Respuesta: Note que

40 = 22.5=22.3%.5
60 = 2%2.3.5.

Por lo tanto, DCM(40, 60) = 2min(3:2) . 3min(0.1)gmin(L1) — 92 5 — 20

Multiplo comiin menor

Dado un natural a, llamamos multiplos de a a los niimeros naturales divisibles por

a. Los multiplos de a se pueden representar como a - n donde n € N. Utilizaremos el
simbolo M, para denotar los miltiplos de a.

Ejemplo 1.4.8. Note que

M, = {2,4,6,8,10,12,---} = {2n|n € N}
M; = {3,6,9,12,15,18, -} = {3n|n € N}.
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Definicién 1.4.9. El multiplo comin menor de a y b es el natural ¢ tal que
1. a y b dividen a c,
2. c es el natural menor que es divisible por ambos.

El multiplo comin menor de a y b es denotado por MCM(a, b).

Ejemplo 1.4.10. Haga lo siguiente:
1. Encuentre el MCM(2, 3).

Respuesta: Note que

M, = {2,4,6,8,10,12, -}
M; = {3,6,9,12,15,18,---}

Por lo tanto, My N M3 = {6,12,18, - -- }. Concluimos que MCM(2, 3) = 6.

2. Encuentre el MCM(4, 6).

Respuesta: Note que

M, = {4,8,12,16,20,24,---}
Mg = {6,12,18,24,30,---}

Por lo tanto, My N M3 = {12,24,36, - -- }. Concluimos que MCM(4, 6) = 12.

Otra forma de hallar el MCM(a, b) es utilizando las factorizaciones primas de
ambos numeros. O sea, si

a = pips...pr
b= mi'py )

entonces,
MCM(CL, b) _ p?ax(alﬁﬂp;nax(az,ﬁz) . _p;nax(a,.ﬁ,.)

Ejemplo 1.4.11. Haga lo siguiente:
1. Encuentre el MCM(4, 6).

Respuesta: Note que

22 =23
6 = 23

Por lo tanto, MCM(4,6) = 2max(21)gmax(0.1) — 92.. 3 — 12,



2. Encuentre el MCM(20, 40, 60).

Respuesta: Note que

20 = 22.5
40 = 2.5
60 = 22.3.5

Por lo tanto, MCM(20, 40, 60) = 2m2x(2:3,2)gmax(0.0,)gmax(1,1,1) — 93 . 3. 5 — 120,
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