Programa Inmersion, Verano 2024
Notas escritas por Dr. M

Notas del cursos. Basadas en los prontuarios de MATE 3001 y MATE 3171

Clase #14: viernes, 12 de julio de 2024.

1 Ecuaciones, desigualdades y modelaje

1.7 Ecuaciones cuadraticas

Anteriormente trabajamos con soluciones a problemas de la forma
az? +bx +c=0,

donde a,b,c¢ € 7Z mediante el proceso de factorizaciéon. Ahora bien, las técnicas
estudiadas aplicaban solo cuando el polinomio era reducible sobre los enteros. Esto
no siempre es el caso. Por ejemplo, la ecuacion

2—r—1=0

no se puede resolver con los métodos discutidos anteriormente. La razon principal es
que este polinomio es irreducible sobre los enteros. Mas atn, el conjunto solucién a
este problema (pronto veremos como obtenerlo) es

{%(1—\/5),%(1+\/5)}.

Por cierto, el nimero (1 + v/5)/2 es conocido como la “Razén Dorada” (“Golden
Ratio” en inglés). Les invito a buscar informacién de este nimero.

Dada la discusién de arriba, la pregunta natural ahora es: ;jExiste algin método
para resolver problemas de la forma

az? +bx +c=0,

donde a,b,c € R? Agraciadamente, la respuesta es SI. En realidad existen varios
métodos.

Completar el cuadrado

Una de las técnicas que aprendimos anteriormente (cuando trabajamos con circulos)
es el método de completar el cuadrado. Este método es 1til para resolver ecuaciones
cuadraticas. Por ejemplo, considere el problema

?—r—1 = 0

22— = 1.



Observe que utilizando el método de completar el cuadrado de z* — x (vea notas de
la lectura #13), obtenemos que

2, ] 1\’
r-—r+-=|x—=] .
4 2

Ahora, tome la ecuacién original y anada la constante 1/4 a ambos lados (la que
completa el cuadrado) para obtener

-z = 1
1 1
2
_ Z o= 14=
x x+4 —1—4

1 5
— = 44/2
T A
1
T = —:I:ﬁ
27 2
1++5
r = .

2

Note que éstas son las soluciones mencionadas anteriormente.
Ejemplo 1.7.1. Encuentre el conjunto solucién para las siguientes ecuaciones.
1. 2°+62+7=0.
Solucion: Note que tenemos la ecuacién
z? 4 6z = —T.

Observe que 9 completa el cuadrado de la expresion en la izquierda. Entonces,

??+6r = —7
2 +6x+9 = —749
(x+3)* = 2

r4+3 = £V2

r = —3++V2
Concluimos que el conjunto solucién estd dado por {—3 — v/2, —3 + V/2}.
2. 22° =3z —4=0.

Solucion: Primero observe que nuestra ecuacion es equivalente a la ecuaciéon
(divida por 2 todas las expresiones)



Observe que, completando el cuadrado, obtenemos

x2—§x+g— P 2
2 16 4)

Por lo tanto, tenemos que

3
x2—§:v = 2
9 9
2
_Z 2 = 94 =
TG 16
3\ 2 32 9
T — = = —+ =
4 16 ' 16
3 41
—_ I = 44 =
T 16
3 V4l
r = S4+Y
47 4
34+ /41
xr = .

Concluimos que el conjunto solucion esta dado por { 1 1

3+V41 3—@}

Resumen:

Para utilizar el método de completar el cuadrado, haga lo siguiente:
1. Si el coeficiente de x no es 1, divida toda la ecuacion por este coeficiente.
2. Escriba la ecuacién en la forma 2 + bx = d.
3. Complete el cuadrado de z*+ bz afiadiendo (b/2)* a ambos lados de la ecuacion.
4. Factorice como un cuadrado perfecto el lado izquierdo de la ecuacion.
5. Aplique la operacion de raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacién.

6. Simplifique los resultados y disfrute la vida.

La férmula cuadratica

El método de completar el cuadrado puede aplicarse a cualquier ecuacién cuadratica
de la forma
ar’ +br+c=0, cona#0.

Ahora bien, jpodemos encontrar una férmula que nos permita llegar al resultado sin
tener que completar el cuadrado cada vez que encontremos una ecuacién cuadratica?
La respuesta es si. Es mas, la misma técnica de completar el cuadrado nos la dara.
Veamos.



Suponga que tenemos la ecuacion
az® +br +c=0.

Por el momento, considere solo el caso en el cual a > 0. Aplique el proceso explicado
en el resumen que esta en la pagina 3. Observe que lo primero que tenemos que hacer
es dividir por a. Esto nos lleva a la siguiente ecuacion

b
-zt = 0
a a

9 c
r+-r = —.
a a

El préximo paso es completar el cuadrado de la expresion que esté a la mano izquierda

anadiendo
b\ 2
(2:)

a ambos lados de la ecuacion. Esto ultimo nos lleva a

2 b (Y 2 ¢, b\’
T -z — = —— —
a 2a a 2a

+z)2 _ e P
v 2a N a 4a?
n b\?2 B 4ac n b?
v 2a N 4a? = 4a?
n b\ 2 B b? — 4ac
v 2a N 42
b b? — 4ac
ST i
T 2a 4a2
b +vb2 —4
T+ 2 2—ac note que vV4a? = 4a, pues a > 0
a a
b Vb? — 4ac
T = —— 4 ="
2a 2a
—b+Vb? —4dac
T = )
2a

Teorema 1.7.2 (Férmula cuadratica). Las soluciones a ax® + bz + 0, con a,b,c € R

y a # 0 estan dadas por
_ —bEVb* —4dac
N 2a '

Ejemplo 1.7.3. Consideremos los ejemplos anteriores.

X

1. 22 —2—1=0.



Solucion: Note que a =1, b= —1y ¢ = —1. Por lo tanto, utilizando la férmula
cuadratica, obtenemos que las soluciones estan dadas por

o —bE VB2 —dac 1+ /1-4(1)(-1) _ 1+5

2a 2 2

2. 222 —3x—4=0.

Solucion: Note que a =2, b = —3 y ¢ = —4. Por lo tanto, utilizando la férmula
cuadratica, obtenemos que las soluciones estan dadas por

—b+ VI —dac _ 3+ /9 —4(2)(—4)

2a 2(2)
_3+V0+32  3+V4
B 2 4

Ejemplo 1.7.4. Otros ejemplos.

1. Encuentre el conjunto solucién de x? — 6z + 11 = 0.

Solucion: Note que a =1, b = —6 y ¢ = 11. Por lo tanto, utilizando la férmula
cuadratica, obtenemos que las soluciones estan dadas por

L 6+/(C6P A _6+36-44 _ 6+ V-8
2 2 2 .

En este punto tenemos dos opciones. Si nos dicen que encontremos el conjunto
solucién sobre los reales (R), entonces el conjunto solucién es (), pues v/—8 no
es real. Si por el contrario, no nos indican que es sobre los reales, entonces las
soluciones estan dadas por

NG,
x:¥:3iz\/§.

En otras palabras, el conjunto solucién es {3 —iv/2,3 +iv/2}.
2. Encuentre el conjunto solucién de 4z? + 9 = 12z.

Solucion: Escriba esta ecuacion como
422 = 122 +9 = 0.

Note quea =4, b= —12y ¢ = 9. Por lo tanto, utilizando la formula cuadratica,
obtenemos que las soluciones estdn dadas por

124+ /(—12)2 —4(4)(9) 12+ /144 — 144
B 8

2(4)
1240 12 3
B g8 8 2

3
Concluimos que el conjunto solucion esta dado por {5}
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3. Encuentre el conjunto solucién de 22? — 3z — 2 = 0.

Solucion: Note que a =2, b = —3 y ¢ = —2. Por lo tanto, utilizando la férmula
cuadratica, obtenemos que las soluciones estan dadas por

3+41(-3)2-4(2)(-2) 3£9+16
2(2) B 4
3+v25 3+5
4 47

Por lo tanto, las soluciones son

3-5_ 2 1
A

1
Concluimos que el conjunto solucién es {—5, 2}.

4. Encuentre el conjunto solucién de z° + z + 1 = 0.

Solucion: Note que a = 1, b =1y ¢ = 1. Por lo tanto, utilizando la férmula
cuadratica, obtenemos que las soluciones estan dadas por

—14+/12-4(1)(1) -1+£/1-4
2 N 2

—1+v=3 -1+iV3
2 2

—1—¢V§-—1+¢v5}
5 T 39 '

Concluimos que el conjunto solucion esta dado por {
Observe que en los ejemplos anteriores hemos visto tres posibilidades para las
soluciones de una ecuacién cuadratica:

1. Dos soluciones reales (ambas ecuaciones en el Ejemplo 1.7.3, ecuacién 3 en el
Ejemplo 1.7.4).

2. Una solucién real tnica (ecuacién 2 en Ejemplo 1.7.4).

3. No hay soluciones reales, pero si dos soluciones complejas (ecuaciones 1y 4 en
el Ejemplo 1.7.4).

Estas tres posibilidades no son una causalidad. En realidad, son las tnicas opciones
disponibles. Para verificar este hecho, necesitamos la definicién del discriminante de
una ecuaciéon cuadratica.

Definicién 1.7.5. Considere la ecuacién az? + bx + ¢ = 0. El discriminante asociado
a esta ecuacion es
D(a,b,c) = b* — 4ac.
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Observe que la formula cuadratica ahora puede escribirse como

—b+ +/D(a,b,c)
2a '

Como a,b,c € R, entonces D(a,b,c) = b* — 4ac € R. Por lo tanto, tenemos tres
posibilidades para D(a, b, c).

1. D(a,b,c) > 0. En este caso, £+/D(a, b, ¢) son dos niimeros reales y por lo tanto
tenemos dos soluciones reales para la ecuacion cuadratica.

2. D(a,b,¢) = 0. En este caso, £1/D(a,b,c) = £/0 = 0. Por lo tanto, tenemos

una solucién real tnica.

3. D(a,b,c) < 0. En este caso, 4/ D(a, b, c) no son nimeros reales, pero si com-
plejos. Por lo tanto, en este caso tenemos dos soluciones complejas la ecuacion
cuadratica.

Repasemos otra vez algunos de los ejemplos, pero ahora incluiremos un analisis con
el discriminante y con la gréafica de la funciéon cuadratica que aparece en la ecuacién.

Ejemplo 1.7.6. Repasemos.
1. Considere la ecuacién 22 — 3z — 4 = 0. Note que el discriminante es
D(2,-3,—4) = (—=3)* — 4(2)(—4) =9+ 32 =41 > 0.

Por lo tanto, tenemos dos soluciones reales. Veamos ahora la representacion
grafica. Sea f(z) = 22? — 3x — 4. La gréfica de f() esta dada por

Los puntos donde la grafica interseca el eje de x son las dos soluciones reales.

1
El punto en la izquierda es 1 (3 — \/41), mientras el punto en la derecha es
1
7 (3+van).
2. Considere la ecuacién 422 — 12z + 9 = 0. Note que el discriminante es

D(4,-12,9) = (—12)? — 4(4)(9) = 144 — 144 = 0.



Por lo tanto, tenemos una solucién real inica. Veamos ahora la representacion
grafica. Sea f(z) = 42® — 120 + 9. La gréifica de f(z) est4 dada por

- M W A O N ® ©

Observe que solo hay punto de interseccion entre la grafica y el eje de x. Este

punto esta dado por 5

3. Considere la ecuacién z? — 6z + 11 = 0. Note que el discriminante es
D(1,-6,11) = (—6)? — 4(1)(11) = 36 — 44 = -8 < 0.

Por lo tanto, no existen soluciones reales, sino complejas. Esto implica que si
graficamos la funcién f(x) = 2*—6x+11, entonces la grafica no puede intersecar
el eje de z. Este es el caso, pues la gréfica de f(z) estd dada por

Problema verbales

Ejemplo 1.7.7. A Maria le tom6 30 minutos mas conducir 100 millas de lo que le
tomé a Martha conducir 90 millas. ;Si Maria manejé, en promedio, 5 mph menos
que Martha, entonces cual fue la velocidad (rapidez) promedio de ambas?

Solucion: Sea x la velocidad promedio (en mph) de Martha. Entonces, la velocidad
promedio de Maria fue x —5. Ahora, como Martha viajé a  mph y recorrié 90 millas,

entonces a Martha le tomé %0

X

horas el recorrido. Como Maria viajé a x — 5 mph y recorrié 100 millas, entonces a

Maria le tomo
100

r—>5

8



horas el recorrido. Nos dicen que el tiempo de Maria, i.e. 100/(z — 5), es 30 minutos
méas (o 1/2 hora mas) que el tiempo de Martha, i.e. que 90/x. En otras palabras,

100 90 1

r—>5 x 2

Limpiemos denominadores para obtener

22(x — 5) (;805) — 22(z—5) (% 4 %)
200x = 180(z —5) + x(x — 5).

200 = 180z — 900 + z2 — Hz.
0 = 22— 25z —900.

Utilice ahora la férmula cuadratica para obtener que

25 + 1/(—25)2 — 4(1)(—900)

2
25 £ /625 + 3600

2
25 £ /4225
2
25 £ 65

2
25 — 65 25+ 65
2 7 2
40 90

272
= —20,45.

Por lo tanto, el conjunto solucién a la ecuacién cuadratica es {—20,45}. Ahora bien,
esta ecuacion cuadratica modela un problema fisico, por lo tanto, —20 es imposible.
Concluimos que x = 45. Finalmente, ahora podemos decir que

Martha  viajé a 45 mph,
Maria  viajé a 45 — 5 = 40 mph.

Ejemplo 1.7.8. Una pelota de beisbol se lanz6 directamente hacia arriba. Su altura
en h(t) en pies cuando el tiempo es ¢ segundos esta dada por

h(t) = —16t> + 40t + 6.

. Cuénto tiempo le toma a la pelota llegar al suelo por primera vez (probablemente
la pelota robote, por lo tanto, puede que toque el suelo en varias ocasiones)?



Solucidn: La pelota tocard el suelo cuando h(t) = 0, o sea, cuando

—16t2+40t+6 = 0

8t? —20t —3 = 0 (dividimos la ecuacién entre 2).

Utilice ahora la férmula cuadratica para obtener

20 + 1/(—20)2 — 4(8)(—3)
2(8)
20 + /400 + 96
16
20 + /496
16
20 + 44/31
16
5++/31
R

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién cuadratica es 1 1

Finalmente, como tiempo negativo no existe, entonces la solucion es

5431
==

5— /31 5+x/3_1}

t segundos.

1.8 Desigualdades lineales y con valores absolutos

En secciones anteriores estudiamos ecauciones. En esta seccién estudiaremos desigual-
dades. Analicemos algunos problemas.

El conjunto solucién de la desigualdad z > 3 es {z € R|z > 3}. Este conjunto
lo llamaremos el intervalo de los reales mayores que 3 y lo denotaremos por (3, 00).
Decimos que el intervalo estd abierto en 3 (esto significa que no incluye a 3). El
conjunto solucién a la desigualdad x < 4 es {z € R|x < 4}. Este conjunto lo
llamaremos el intervalo de los reales menores o iguales a 4 y lo denotaremos por
(—00,4]. Decimos que el intervalo estd cerrado en 4 (esto significa que incluye a 4).
Cuando tenemos intervalos que incluyen a +00, entonces decimos que el intervalo no es
acotado. Dejandonos llevar por estos ejemplos, llegamos a las siguientes definiciones:

Definicién 1.8.1. Sea a € R, entonces

) = {zeR|z>a}
la,00) = {xeR|z>a}
(—o0,a) = {reR|z<a}
—00,a] = {zeR|zx<a}.

(a, 00

10



Desigualdades lineales

Ahora trabajaremos con desigualdades de la forma

ar+b > 0
ar+b > 0
ar+b < 0
ar+b < 0

Cuando estemos resolviendo este tipo de desigualdades, es comun dividir por el
numero a, por lo tanto, lo primero que haremos es verificar que sucede con las desigual-
dades cuando dividimos o multiplicamos por algin real. Considere la desigualdad

2 < 4.
Si dividimos por 2 a ambos niimeros en la desigualdad, tenemos 1 y 2 y sabemos que
1 <2

Por la tanto, si dividimos por 2, el cual es positivo, entonces tenemos que la desigual-
dad se preserva. En realidad esto es siempre es cierto si multiplicamos o dividimos
por cualquier ntimero real positivo, i.e. la desigualdad se preserva. Por otro lado,
considere la desigualdad,

-3 <6.

Divida ambos nimeros en la desigualdad por —3, entonces obtenemos 1 y —3. Sin
embargo,
1> -3

Por lo tanto, si dividimos por —3, el cual es negativo, entonces tenemos que la de-
sigualdad se revierte. En realidad esto es siempre es cierto si multiplicamos o dividi-
mos por cualquier nimero real negativo, i.e. la desigualdad se revierte.

Resumen

Cuando trabajamos con desigualdades, entonces

1. Si dividimos o multiplicamos una desigualdad por un real positivo, entonces la
desigualdad se preserva.

2. Si dividimos o multiplicamos una desigualdad por un real negativo, entonces la
desigualdad se revierte.

Ejemplo 1.8.2. Algunos ejemplos.

1. Resuelva la siguiente desigualdad —3x—9 < 0. Escriba la solucién en la notacién
de intervalo.
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Solucion: Note que

—-3r—9 < 0
—3r < 9

s >

-3

r > —3.

Concluimos que el conjunto solucién es (—3, 00).

2. Resuelva la siguiente desigualdad 2 — 5z < 7. Escriba la soluciéon en la notacion
de intervalo.

Solucion: Note que

2—-5rx < 7
2—7 < bz
-5 < bx

-1 < =z

Concluimos que el conjunto solucién es [—1, 00).

1
3. Resuelva la siguiente desigualdad 5%~ 3> 15 + 2. Escriba la soluciéon en la

notacion de intervalo.

Solucion: Note que

L 3 > L +2
2&7 = 4$
1
—x—Zx > 243
1
z > 20.

Concluimos que el conjunto solucién es [20, 00).

Desigualdades compuestas

Una desigualdad compuesta es un enunciado en el cual dos desigualdades simples
estan conectadas por un “y” o por un “o”. El conjunto soluciéon de una desigualdad
compuesta puede ser un intervalo que no contenga a +0o. En este caso, decimos que el
intervalo es acotado. Por ejemplo, considera la desigualdad compuesta x > 2y x < 5.
Su solucién son todos los reales que estan entre 2 (incluyéndolo) y 5 (excluyéndolo).

Esta solucién es 2 < z < 5 y lo escribimos en notacién de intervalo como [2,5).

12



Definicién 1.8.3. Sean a,b € R tales que a < b, entonces

la,b] = {z€eR|a<x<b}
(a,b] = {zeR|a<z<b}
[a,b) {r eR|a<z<b}

b
b

~—

(a, {r €eR|a <z < b}

Ejemplo 1.8.4. Sea A = (1,5), B = [3,7) y C = (6,00). Escriba los siguientes
conjuntos en notacién de intervalos.

1. AUB.
Solucion: Note que

A = {z|l<x<b}
B = {z|3<z<T},

Por lo tanto, AU B{z |1 <z <7} = (1,7).
2. AnB.

Solucion: Note que ANB ={z|3 <z <5}=]3,5).
3. AUC.

Solucion: Note que

A = {z|l<x<5}
C = {z|z>6}.

Por lo tanto, AU C = (1,5) U (6,00).
4. AnC.
Solucién: Note que ANC = (.

Ejemplo 1.8.5. Resuelva la siguiente desigualdad compuesta

20 —3>0y4—x>3.

Solucion: Note que

2c0—3 > b
20 > 8
x > 4,

13



mientras

4—z
4-3
1

AVAR VARV

Entonces, queremos = > 4 y x < 1, por lo tanto, la solucién es ().
Ejemplo 1.8.6. Resuelva las siguientes desigualdades compuestas.
1. 3r—9<964—z <3.

Solucion: Note que

3r—9 < 9
3z < 18
r < 06,
mientras
4—z <
4 -3z <
1 <

Por lo tanto, tenemos que z <6 6 x > 1. O sea, (—00,6] U[1,00) = (—o0, 00).

2 3
2. —§x<4y1$<—6.

Solucion: Note que

2
r > —= = —0,
mientras
3
ZI’ < —6
4
< —=(—6) = -8

r o< S(=6)

Por lo tanto, tenemos que z > —6 y x < —8. O sea, (—6,00) N (—o0, —8) = .

3. —4<3x—-1<5.
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Solucion: Note que

—4< 3x—-1 <5
—44+1< 3 <5+1
-3< 3z <6
1< 3x < 2.

Por lo tanto, la solucién esta dada por [—1,2).

4. Ramon estd en su primer ano de bachillerato en Quimica. Ramoén obtuvo 76
puntos en su ultimo examen parcial del curso de Quimica General. Después de
hacer las debidas calculaciones (tomando en cuanta todas las notas obtenidas
anteriormente y los pesos de éstas), Ramén se da cuenta que para sacar B en el
curso, entonces el promedio del ultimo examen parcial y el examen final debe
estar entre 80 y 89 (inclusivo). Si todos los exdmenes valen 100 puntos, jentre
qué valores debe estar la puntuacion de su examen final si Ramoén quiere obtener
una B en el curso?

Solucion: Sea x la nota que Ramoén obtiene en el examen final. Entonces, el
promedio entre el iltimo examen parcial y el examen final debe satisfacer la
siguiente desigualdad,

76+ x

80 < < &9
160 < 76 +x <178
84 < x < 102

Por lo tanto, su puntuacién en el examen final debe estar en el intervalo [84, 102].
Como los exdmenes tiene un maximo de puntuacién de 100 puntos, entonces,
la puntuacién en el examen final debe estar en el intervalo [84, 100].

Desigualdades con valores absolutos

Las resolucion de desigualdades con valores absolutos estan relacionadas a la res-
olucién de igualdades con valores absolutos. Por lo tanto, discutiremos primero igual-
dades con valores absolutos.

Suponga que le piden que resuelva la siguiente igualdad |z| = 3. En este caso, el
conjunto solucién no es dificil de obtener, i.e. {£3}. Ahora bien, jcémo obtener estas
dos respuestas de manera algebraica? Para responder esta pregunta, analizaremos
con cuidado la definicién del valor absoluto. Recuerde que

| = z, x>0
| -z, z<0.

Por lo tanto, cuando nos piden que resolvamos la igualdad |x| = 3, tenemos que
resolver el siguiente par de igualdades

xr = 3, cuando x es no negativa,

—x = 3, cuando x es negativa.

15



Ahora es claro que x = 3 (primera igualdad) y * = —3 (segunda igualdad) son
soluciones a |z| = 3. Esta técnica de dividir una igualdad con valores absolutos a dos
igualdades sin valores absolutos es la forma en la cual vamos a resolver este tipos de
igualdades en este curso.

Ejemplo 1.8.7. Algunos ejemplos.
1. Resuelva |3z — 2| = 5.
Solucion: En este caso, tenemos que resolver las siguientes dos igualdades:

3r —2 = 5, cuando 3x — 2 es no negativo,

—(3z—2) = b5, cuando 3z — 2 es negativo.

La primera igualdad produce la solucion

3r—2 = 5
3r = 7
7
r = =,
3
mientras la segunda igualdad produce la solucion
—(Bx—2) =5
3r—2 = =5
3r = —3
r = —1.

7
Por lo tanto, el conjunto solucién esta dado por {g, —1} :

2. Resuelva |5z — 1| = 9.

Solucion: En este caso, tenemos que resolver las siguientes dos igualdades:

S5r—1 = 9, cuando 5x — 1 es no negativo,

—(bz —1) = 9, cuando 5z — 1 es negativo.

La primera igualdad produce la solucién

5r—1 = 9
5 = 10
r = 2

?

mientras la segunda igualdad produce la solucion

—(bzr—-1) = 9
5cr—1 = -9
5r = —8
8
r = —-.
5)
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8
Por lo tanto, el conjunto solucion estd dado por {2, —5} .

. Resuelva |2z + 3| = |4z — 1].

Solucion: En este problema tenemos que tener un poco de cuidado, pues, en
principio, cada valor absoluto nos provee dos igualdades. Esto es,

2vr+3 = 4z —1, si ambos 2x 4+ 3 y 4z — 1 son no negativos,
—(2x+3) = 4z —1, si 2x + 3 es negativo, pero 4z — 1 es no negativo,

2 +3 = —(4x —1), si 2z + 3 es no negativo, pero 4z — 1 es negativo,
—(2x+3) = —(4x —1), si ambos 2z + 3 y 4= — 1 son negativos.

Sin embargo, observe que la primera y la ultima ecuacién son equivalentes (mul-
tiplique la tltima por —1 para obtener la primera), mientras la segunda y la
tercera son equivalentes (multiplique la tercera por —1 para obtener la segunda).
Por lo tanto, tenemos que resolver las siguientes dos ecuaciones
2r+3 = 4dxr —1,
—(2x+3) = 4z —1
Esto no es una casualidad, en realidad, cuando se confronte con un problema

de la forma
lax + b| = |cx + d],

entonces las soluciones seran equellas que provengan de las siguientes dos ecua-
ciones

ar+b = cr+d,
—(ax +b) = cx+d.

Regresemos a nuestro problema. Observe que

20 4+3 = 4dx—1,

20 —4r = —-1-—3
—2z = —4
T = 2,

mientras

—(2x4+3) = 4z -1,
—2r—3 = 4z -1,

—2r—4xr = —-1+4+3
—6xr = 2
2 1
r = ——= = ——.
6 3

1
Por lo tanto, el conjunto solucién a la igualdad |2z + 3| = [4x + 1| es {_5’ 2} .
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Ya que hemos trabajado con igualdades que envuelven valores absolutos, estudi-
amos ahora problemas que envuelven desigualdades con valores absolutos. Considere
primero el problema |z| < 3. De la misma manera que una ecaucién de la forma

|z| = a se reduce a dos ecuaciones, la desigualdad |z| < 3 se reduce a dos desigual-
dades

r < 3, cuando x es positivo,

—x < 3, cuando x es negativo.

La primera desigualdad tiene a (—o00, 3) como solucién, mientras la segunda desigual-
dad es equivalente a

—x < 3
r > =3,

cuya solucién es (—3,00). Por lo tanto, queremos < 3y # > —3, en otras palabras,
(—00,3) N (=3,00) = (—3,3). Otra forma de interpretar la desigualdad |z| < 3 es
que x estd a menos de tres unidades de 0, i.e —3 < x < 3, lo que implica que = esta
en (—3,3).

Por otro, la desigualdad |z| > 5 significa que x estd a mas de cinco unidades de 0,
en otras palabras, z > 5 é < —5. Esto nos indica que x esta en (—oo, —5) U (5, 00).
Si continuamos analizando estas desigualdades llegamos a la siguiente conclusion:

Desigualdad con valor absoluto Enunciado equivalente Solucién en intervalos

lz] < a —a<z<a (—a,a)
lz] <a —a<z<a [—a, a]
|z] > a r>abdr<—a (—o0, —a) U (a, o)
lz| > a r>adbzr < —a (—o0, —a] U [a, 00)

Ejemplo 1.8.8. Resuelva las siguientes desigualdades lineales.
1 Bz +2| <7,

Solucion: Note que

Bzx+2 < 7
—7T< 3rxr+2 <7

-9<  3r <5

5
-3 < < —.
o 3

Por lo tanto, la solucién es (—3,5/3).

2. 24 —z| < -4
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Solucion: Note que

—2/4 — x|

=
|
B
IV IA
N

Por lo tanto, tenemos

4—x>2 6 4—xz< =2
4+2<zx
2> 0] 6 <.

W
|

[\

o

En otras palabras (—o0, 2] U [6,00).
5T+ 3] < -2

Solucion: Note que el valor absoluto de cualquier real es no negativo. Por lo
tanto, |5z + 3| < —2 no tiene solucidn.
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