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6 Exponentes

6.1 Generalizacion del concepto de exponentes

En el capitulo 4 se analizaron la operacién de exponenciacion y reglas de exponentes
para el caso particular en que la base es un nimero real. Suponga ahora que consid-
eramos expresiones algebraicas como las siguientes:

AVhte P 4+r+1, Vb +2, 1+ Vr + 2+ 24, T zy?.
T

Recuerde que las expresiones algebraicas, cuando se le asigna a las indeterminadas
(i.e. a a, b, z, y o cuales sean éstas) un valor real vélido, entonces obtenemos un
nimero real. Esto implica que todas las reglas de exponenciacién son vélidas para
estas expresiones.

Ejemplo 6.1.1. La expresién (2zy)* significa
(2zy)(2zy)(2zy)(27y) =2-2-2-2 - 22 -2 -y -y-y-y= 16"y

A continuacién un resumen de algunas de las reglas discutidas en el capitulo 4:

Reglas de exponenciacion: Suponga que a y b son expresiones algebraicas y
n,m € N, entonces

L. (ab)" = a"b",
2. (%)n = Z—n, para b # 0,
3. (a™)™ =a"m,

4. a® =1, para a # 0,
_ 1
5. a " = —, para a # 0.
CLTL

b-m  qn’

para a,b # 0.
Ejemplo 6.1.2. Simplifique las siguientes expresiones algebraicas:

1. (—2ab)® = (—2)%a®b® = 256a°b°.



2. —(2ab)® = —2%a®b® = —256a°0°.

3\ 3
3. [ =st 3t3.
() = (3) =
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4tz ) (4tz)3 6413237
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6. (2 2) 23(1,2)33/3 3.
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6.2 Multiplicacion y divisiéon de expresiones algebraicas con
exponentes enteros positivos

En la seccién anterior explicamos que las reglas de exponenciacién son validas para
expresiones algebraicas. En esta seccion, consideraremos expresiones algebraicas en
las cuales las siguientes dos reglas de exponenciacion aplican.

Reglas de exponenciacién (enteros positivos): multiplicacién y divisidn.
Sea a una expresion algebraica y m,n € N, entonces

L. a"-a™=ad""",
an

2. — =a""", para a # 0.
a

Ejemplo 6.2.1. Simplifique las siguientes expresiones algebraicas:
L (22°y7)(32%") = (2-3)(2” - 2°)(y* - ) = 62y
2. (5*xy?)(5az’y®) = 5°az’®y” = 3125a2”y".
36$6
3. (37)% =+ (3z)* = 3%2° + 3% = ?x‘l = 3%z = 971,
123¢%23  (6-2)31%2?

_ 2.2

4. P, - B 6t x”.
2. 3\2

5. 4a:y3 + 2x2y3 - 2x4y + —(x v)
(zy)?



Respuesta: Note que

2, 3)2 3 4,6
Ay + 2028 = 2ty + (z%y°) — 32192 (L 4y 4 Ly
(zy)? 2 iy

= 4xy3 + m2y3x4y + :L*y3

= Sy’ + 2%

6.3 Multiplicacion y divisién de expresiones algebraicas con
exponentes enteros

En esta seccidon, consideraremos expresiones algebraicas en las cuales las siguientes
dos reglas de exponenciacion aplican.

Reglas de exponenciacién (enteros: multiplicacién y divisién. Sea a una
expresion algebraica y m,n € Z, entonces

1. a"-a™=a""",
an

2. — =a"", paraa#0.
a

Ejemplo 6.3.1. Simplifique las siguientes expresiones algebraicas:

. —23y 2\ 7  (Ba7'?)? 9075 9b5y!
3a=1b3 o (—2x3y=2)2  4aby—1 42602

1 8112
2. (322y%)* - (2072%) "% = 81aBy 12 —gty10 = X

4 o 422 )
5 371p72y 5\ ? [z 2 o
’ x=3y—4 - 3y - 9y2'

2732y~ 9
37223 Syt
. 5—21,3?!—1 -3 B (3x‘2y2)3 B 333:—63/6 B 33_56y9
: 3£E*2y2 - (5*23:33/*1)3 - 576x9y73 o 215

Como se menciono en el capitulo 4, no existe regla que relacione la suma o resta con
la exponenciacién. Por lo tanto, tenemos que tener cuidado a la hora de trabajar con
exponentes y sumas. Un error comuin que cometén personas que estan aprendiendo
el material por primera vez es el pensar que

(esto es falso) (a+0b)" =a" +b" paraneN
es cierto. Por ejemplo, escojan =2, a =2y b= 3. Note que
(2+3)2=5%=25#13 =2+ 3%

3



por lo tanto, en general,
(a+b)" #a" +b".

Combinaciones con suma, resta, multiplicacién y division

Ejemplo 6.3.2. Simplifique las siguientes expresiones algebraicas:

| 272y + 22y} —2
' 2071 493

Respuesta: Note que

x*2y3 +2$y*1 -2 B
22~ 4 3 -

yt4ad O\
zy(2 + x‘”’))
zy(2 + 2°)
y'+ )
B 2222 + 2°)?
- (y4 + 23)2
3P +y 2+ 22 %y
203 +wy=2
Respuesta: Note que
303 + y 2 4 2z %y 3a° + & + %
223 + xy 2 B W
3xPy?+a242y3
_ z2y?
- 2z3y%+x
2

Y

N x2y? 203y +

31:5?/2 +$2 _I_ 2y3
x2(223y? + x)

Igualdad de potencias de la misma base

Si z es un nimero real, z # 0, x = +1 y 2% = 2%, entonces a = b.

4
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Ejemplo 6.3.3. Halle el valor de n tal que la ecuacién es cierta:
1. 8 =2"
Respuesta: Note que 2° = 8 = 2", por lo tanto, n = 3.
2. 31 =381,

Respuesta: Note que 32" = 81 = 3%, por lo tanto, 2n — 1 = 4. Entonces,

2n—1 = 4
2n = 5
n o 2

= 5

3. 8" =32

Respuesta: Note que 8" = (2°)" = 2" y 32 = 2°. Entonces, tenemos que
resolver 2°" = 25 La solucién estd dada por

3n =

n =

W | oot

6.5 Exponentes racionales

En el capitulo 4 trabajamos con la operacién de radicacion. Si consideramos la
definicién de /- aplicada a a", obtenemos

a, sia>0
an = a, sinesimparya<20
—a, sinesparya <0

Note que esto implica que radicacién es la operacion inversa de exponenciacion. Mas
aun, suponga que existe x € R tal que Vd = d°. Entonces, (d*)" = d, i.e. d™" = d.
En otras palabras, zn = 1. Concluimos que z = 1/n. Por lo tanto, utilizaremos la
siguiente notacién d'/™ para representar V.

Ejemplo 6.5.1. Algunos ejemplos:
1. V16 = 162 = 4.
2. V81 =81Y4 =3.

Observe que ahora podemos hablar de exponentes racionales, pues si a € R y
m,n € N, entonces

am/n _ (al/n)m _ (am>1/n

siempre que a'/™ esté definido. Algunas propiedades de potencias racionales:



Propiedad 6.5.2. Suponga que a,b € Ry m,n,my,n; € Z con b,n,ny; # 0, entonces
1. (ab)™/m = gm/mpm/m,

5 (9)"“" _amn
b bm/n

3. am/naml/nl — a(mn1+m1n)/(nn1).

am/n

) ; (mn1 —mln)/(mu)‘
qmi/m

Ejemplo 6.5.3. Simplifique las siguientes expresiones algebraicas.

1. /27x4yp = (272%y°)Y° = (27)V224/5y

53/451/4 5(1+3)/4 54/4 s s

2. 51/252/3 — 5(13122)/(23)  §57/6 D =5 = 51/6°

5 20!y =200y 200y B T 2
(23/4y)2 26712 23722 2y

4. 257 = (2V%)3 = (V2)® = 2v2.

5. (=8)%F = ((-8)"%)? = (-2)* = 4.

6. 16%™ = 1634 = (16'/*)3 = 2% = 8.

7. V/=1252% = ¢/(=5)% - % = {/(—5)3 - Va? = —ba.
Jxs o Vad o ¥ g2

SV~ v AT 3

9. ¢/25025y15 = V/250v/26 /Y15 = V2 x 53Va6Y/y15 = 532220
v3\ 3 1

10. 1—(7) :,/1_12\/22_

11 Radicales y exponentes racionales

11.2 Propiedades y simplificacién de radicales

Consideramos que una expresion con radicales esta en su forma mas simple cuando:
1. No podemos remover factores del radicando.
2. No quedan fracciones en el radicando.

3. No aparecen simbolos de radical en el denominador.



4. El indice es el menor posible.
Ejemplo 11.2.1. Simplifica los siguientes radicales.

1. V75 no esta en su forma mas simple porque podemos remover el factor 25 del

radicando:
V75 =253 = V25v3 = 5V/3.

2. a?/ V5 1o estd en su forma més simple porque aparece un radical, v/5, en el
denominador. Para simplificarlo, multiplicamos el numerador y denominador

por V/5:
a_2_ a2\/5_a2\/5
Vs VBB 5

3. v/2/9 no esta en su forma més simple porque el radicando es una fraccién. Para
simplificarlo, hallamos una fraccién equivalente cuyo denominador sea una cubo

perfecto:
f_,s/ﬁf_ﬁf_ﬁ
9 V9.3 Y7 3

4. v/243 no estd en su forma mds simple porque podemos remover factores del
radicando. Para simplificarlo, hallamos la factorizacion prima de 243. Note que

243 = 3°.

Entonces,

V243 = V35 = V34 .3 = v/34. /3 = 3V3.

5. v/3/x no estd en su forma mds simple porque podemos el radicando es una
fraccion. Para simplificarlo, hallamos el multiplo menor de x que sea un cubo
perfecto. En este caso, estamos hablando de 2. Note que ahora multiplicamos
el numerador y denominador por x* (lo que le hace falta a 2 para convertirse
en x°) para obtener

/3 ) 322 V322 V3a?

3

T R 3 T

6. +/250x6y15/ V12 no estd en su forma més simple por dos razones. Primero, el
denominador tiene un radical. Segundo, podemos remover factores el radicando
en el radical del numerador. Primero eliminaremos el radical del denominador.
Para esto, multiplique el numerador y el denominador por V12 para obtener

Y/25020y15  /25020y15 - V12 /25025415 - V12
V12 V12v/12 12




Ahora removeremos factores de ambos radicales en el numerador:

$/25025y15  §/25025y15 - /12
V12 12

{’/2 - 5326y15 . V22 .3
12
\3/§ . 53/3 . 6/3 . y15/3 .92/2.\/3

12
52 - x2y5 VA
12
10v/2v/3 - 2%y°
12
59/21/3 - 2240
6

Acabamos esta seccion recordando que no existe una regla de simplificacion de
radicales cuando el radicando es una suma o resta. En este caso, o sea, cuando nos
encontramos con una expresion de la forma va + b, debemos efectuar primero la
suma (o resta) y luego efecturar la redicacion.

Ejemplo 11.2.2. Simplifique las siguientes expresiones:

1. V100 — 36 = V64 = 8.

2 1y lo [0 VI0
9 9 3

3. v/5x3 + 3a3 = V/8x3 = 2x.

11.3 Operaciones con radicales

Suma y resta
Para sumar o restar expresiones con radicales, tenemos que identificar y combinar
radicales semejantes.

Definicién 11.3.1. Dos radicales son semejantes si tienen el mismo indice y el mismo
radicando.

Por ejemplo, las expresiones V2 y v/5 no son semejantes, pues aunque tienen el
mismo {ndice, no tienen el mismo radicando. Por lo tanto, V2 + v/5 ya esta en su
forma més simple. Por otro lado, las expresiones 3v/7 v 12v/7 son semejantes. La

suma esta dada por
3V7 4+ 12V7 = 15V7.

En general, si {/a € R, entonces
ci/a+ di/a = (c+d){/a.

8



Ejemplo 11.3.2. Simplifique las siguientes expresiones:
1. V44— V11l =v4-11 = v11 =2V11 — V11 = V11.
2. 3v/2 — 2v/50 + 2V/8

Note que
3vV2—2v504+2v8 = 3vV2—2v2-25+2V4-2
= 3vV2-2-5V2+2.-2V-2
— 3vV2—-10vV2+4V2
= (3—-10+4)Vv2
= —3v2.
3. 4v/25 — 2V/a8
Note que

ANx5 — Va8 = AVa3 22 — 2V/a6 . g2
= 43:3/3@— 2:66/2\3/P
= 4m\3/ﬁ— 23:2\3/;
= (4z — 22*)V/z2.

Multiplicacion y divisiéon de radicales

Propiedad 11.3.3. Suponga que /a, Vb e R, entonces

1. /a¥/b= Vab,

2. \/E: v gcuandob;«réO.
b b

También, si {/a € R, entonces

n 1/n
\\//_C_Z — al/ alm=m/mn) — " gm—n cuando a # 0.

Ejemplo 11.3.4. Simplifica las siguientes expresiones:
1. V8x - Vda? = /(8x)(422) = </ (823)4 = 22V/4.

5 \3/54:55 o/ 5dx5d
C Vox 2r

3. \/BT \4/3 — 51/2 = 51/4 — 51/2—1/4 — 51/4 — %

= V2724 = {/(2723)x = 32/x.



11.4 Racionalizacion

En el cdpitulo 4 analizamos por primera vez el proceso de racionalizacién (aunque no
los mencionamos explicitamente). Este proceso nos permite escribir formas del tipo

a

b

n

como expresiones donde el numerador o el denominador no tiene radicales. Para
racionalizar el numerador o el denominador de expresiones de la forma

a

n 3
multiplicamos el numerador y el denominador de la expresion por aquel factor que
nos permita obtener la raiz n-ésima de una n-ésima potencia, va", en el numerador
o el denominador. En este cdpitulo usaremos exponentes racionales o radicales para
llevar a caba racionalizacion.

Ejemplo 11.4.1. Haga lo siguiente:

. . . .z 5
1. Racionaliza el denominador de la expresion yER

J3 93 s
rERr R i)

El denominador serfa un nimero racional si 4 tuviera exponente 5/5. Ahora,
note que

Respuesta: Note que

43/5 X 42/5 — 45/5 — 4.
Por lo tanto, multiplicamos el numerador y denominador por 4%°

315425 (3.4%)1°  3.42 48

43/5 . 42/5 4 4 4

2. Racionaliza el denominador de la expresion —=.

V6

Respuesta: Multiplique el numerador y denominador por /62 (es el factor que
convierte a v/6 en 6) para obtener:

7 762
V6 V6 - V62
. 762
6
3

~J

w
w

-3
w
(@)
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