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8 Factorizacion

Conceptos basicos

Hasta ahora hemos estudiado las cuatro operaciones basicas: suma, resta, multipli-
cacion y divisién de polinomios. En particular, analizamos métodos especiales para
hallar el producto de dos o méas polinomios de grado menor o igual que el del poli-
nomio dado. En esta seccion estudiaremos el proceso inverso: expresar un polinomio
como el producto de dos o mas polinomios de grado menor o igual que el del poli-
nomio dado. A este proceso se le da el nombre de factorizacion de polinomios. Este
concepto no es nuevo. Expusimos un tema andlogo a éste al estudiar al estudiar la
factorizacién de nimeros naturales.

Si p(x) es un polinomio y se verifica que p(x) = ¢(z) - d(x), siendo ¢(x) y d(z)
también polinomios, entonces decimos que ¢(x) y d(z) son factores o divisores de
p(z). El grado de p(x) es igual a la suma de los grados de ¢(z) y d(z).

Ejemplo 8.0.1. Algunos ejemplos.
1. 2* + 4z = 2(v +4).
2. 4a® —t* = (22 + t)(2z — t).
3. 2% + 27 — 15 = (z — 3)(x + 5).

Definicién 8.0.2. Sea p(z) un polinomio con coeficientes enteros. Decimos que p(z)
es un polinomio primo o irreducible en el conjunto de los polinomios con coeficientes
enteros si los tinicos polinomios con coeficientes enteros que dividen a p(x) son £p(z)
y +1.

Ejemplo 8.0.3. Algunos ejemplos.

1. Los polinomios de la forma az + b son irreducibles si a y b son enteros relativa-
mente primos.

2. 7 + 4 es un factor irreducible de x* + 4z ya que 2° + 42 = x(z +4) y  + 4 no
tiene otros factores.



3. El polinomio 22® + 522 se puede representar como
20° + 5% = x(22° + 57).

El factor 22245z no es factor irreducible de 223452 ya que tiene otros factores.
Esto es,
22° + b = (2w + 5).

Tanto = como 2x + 5 son factores irreducibles de 2% + 522, M4s atin,

2% + 50 =2 -2+ (22 +5).

8.1 Factor comin mayor

El producto notable mas sencillo es una aplicacion directa de la propiedad distributiva
de la multiplicacién respecto a la suma:

a(b+c) = ab+ ac.
Por lo tanto, una expresién de la forma ab + ac se puede escribir como a(b + c¢).
Ejemplo 8.1.1. Algunos ejemplos.

1. Escribe Ta + 14a® como un producto de polinomios irreducibles en el conjunto
de los polinomios con coeficientes enteros.

Respuesta: Note que

Ta+ 146> = a(7+ 14a)
= Ta(1l+ 2a).

2. Escribe 2% 4+ 32% como un producto de polinomios irreducibles en el conjunto
de los polinomios con coeficientes enteros.

Respuesta: Note que

2* +32° = 2*(z+3)
= z-x-(x+3).
Podemos conseguir los factores irreducibles si buscamos el factor comin mayor a
todos los términos antes de aplicar la ley de distribuciéon. En algunas ocaciones el

factor comin mayor no es tan obvio de conseguir y es necesario agrupar los términos
en una férmula conveniente.

Ejemplo 8.1.2. Algunos ejemplos.
L (z+2)y+az+2.
Respuesta: Note que x + 2 es comun, por lo tanto,

(x+2y+x+2 = (x+2)y+ (x+2)
= (x+2)(y+1).



2. ax + ay + bx + by.
Respuesta: Note que
ar+ay+br+by = a(r+y)+blr+y)
(a+b)(x+vy).
3. 2° + 6z + 8.
Respuesta: Note que

2+ 6x+8 = (22 +2z)+ (4 +8)
z(r +2) +4(x + 2)
= z(r+2)(x+4).

4. 142%y — 35xy® — 49222
Respuesta: Note que

l4z%y — 352y — 492%y* = Tay(2x — 5y — Ty)

5. 2z — 10 4+ 2y — dy.
Respuesta: Note que
20 — 10+ xzy — 5y = 2(x—5)+y(r —5H)
= (x—=5)(y+2).
8.2 Factorizacién de trinomios

Entre los productos notables considerados en el capitulo anterior se encontraba el
caso del cuadrado de un binomio:

(a+0b)* = a®+2ab+b?
(a —b)* = a*—2ab+b?

Podemos reconocer el trinomio cuadrado perfecto porque dos de sus términos son
cuadrados de alguna expresion y el otro, excepto quizas por su signo, es el doble del
producto de las raices cuadradas de estos dos términos.

Ejemplo 8.2.1. Algunos ejemplos.
1. 2* + 8z + 16.
Respuesta: Note que 16 = 4% y 8 = 2(4). Por lo tanto,

2% + 8z + 16 = (z + 4)*.
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2. 92° — 30z + 25.
Respuesta: Note que 97° = (3z)?, 25 = 5% y 30z = 2(3z - 5). Por lo tanto,
92% — 302 + 25 = (3x — 5)%
3. 162® + 24z + 9.
Respuesta: Note que 162° = (42)%, 9 = 3% y 242 = 2(4x - 3). Por lo tanto,

162% + 24z + 9 = (4z + 3)°.

4. 222 + 162 + 32.

Respuesta: Note que 22 + 162432 = 2(2* 482+ 16). Por el ejercicio 1 sabemos
que 2% + 8z + 16 = (x + 4)*. Por lo tanto,

22% + 167 + 32 = 2(z + 4)°.

Trinomios de la forma 2% + bx + c.

Si 224-bx+c tiene factores irreducibles en el conjunto de los polinomios con coeficientes
enteros es porque existen nimeros enteros p y g tal que

2’ +br+c=(x+p)(z+q) =2+ (p+q9z+pg.
Por la igualdad de polinomios, se sigue que

ptq = 0
prq = C.

Por lo tanto, para factorizar (si es que es posible) un polinomio de la forma z2 +bx +c
sobre los polinomios con coeficientes enteros, debemos encontrar un par de enteros p

yqtalquep+qg=>bypq=c.
Ejemplo 8.2.2. Algunos ejemplos.
1. Factorice el polinomio z* + 5z + 6.

Respuesta: Note que 6 =2-3y 5 =2+ 3. Por lo tanto,

22+ 52+ 6 = (z+2)(z + 3).

2. Factorice el polinomio z? + 2z — 48.
Respuesta: Note que —48 = (—6) - 8 y 2 = —6 + 8. Por lo tanto,

2?21 — 48 = (x — 2)(x + 8).
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3. Factorice el polinomio x? — 4z + 3.
Respuesta: Note que 3 = (—1)(—=3) y —4 = —1 + (=3). Por lo tanto,
2? —dx+3 = (z—1)(z - 3).
4. Factorice el polinomio x* + 3z + 1.

Respuesta: Note que tenemos que hallar enteros py g tal que pg =1y p+q = 3.
Ahora, no existen enteros p y ¢ que satisfagan estas dos ecuaciones al mismo
tiempo. Por lo tanto, decimos que z 4+ 3z + 1 es irreducible sobre el conjunto
de los enteros.

Nota: El hecho de que 22 + 3z + 1 sea irreducible sobre los enteros no significa
que sea irreducible sobre los reales. Se puede verificar (con algo de paciencia)

que
1 1
2 +3r+1= (x+§ (3—\/5>> (x+§ <3+\/5)>.
Por lo tanto, 2% + 3z + 1 es reducible sobre los reales.

Trinomios de la forma az? + bz + c.

En el caso de trinomios de la forma az?® + bx + ¢, donde a,b, ¢ son enteros tal que
DCM(a, b,c) = 1, entonces si ax?® + bx + ¢ tiene factores irreducibles en el conjunto
de los polinomios con coeficientes enteros es porque tiene factores irreducibles de la
forma rz 4+ p y sz + ¢ tal que

az® +bx + ¢ = (rx + p)(sx + q) = (rs)z* + (ps + qr)x + pq.

Por lo tanto,

= 7S
b = ps+qr
c = pq.

Ahora, observe que ac = (rs)(pq) = (ps)(qr). Esto implica que

)
ac = (ps)(qr)
b = (ps)+ (qr).

Ejemplo 8.2.3. Algunos ejemplos.

1. Factorice 622 — Tz — 3.

Respuesta: Note que a = 6, b= —7 y ¢ = —3. Ahora, ac = —18, por lo tanto,
tenemos que hallar dos enteros tales que su producto sea —18 y cuya suma sea
—7. Por lo tanto, los enteros son —9 y 2, ya que

(—9)(2) =18 y (=9)+2=-T.
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Ahora tenemos que

62> —Tx —3 = 62>+ (-9+2)x—3
= 62 —9x+2x—3
= 32(2x —3)+2x—3
= (22 —3)(3z +1).

. Factorice 322 + 7x + 4.

Respuesta: Note que a = 3, b = 7y ¢ = 4. Ahora, ac = 12, por lo tanto,
tenemos que hallar dos enteros tales que su producto sea 12 y cuya suma sea 7.
Observe que los enteros son 4 y 3, ya que

4)(3)=12 y 4+3=T.
Ahora tenemos que

322 +Tr+4 = 32°+ (4+3)x+4
= 32°+4x + 3z +4
= z(3x+4)+3x+4
= Bz+4)(z+1).

. Factorice 1022 + 33z — 7.

Respuesta: Note que a = 10, b = 33 y ¢ = —7. Ahora, ac = —70, por lo tanto,
tenemos que hallar dos enteros tales que su producto sea —70 y cuya suma sea
33. Observe que los enteros son 35 y —2, ya que

(35)(=2) = =70 y 35+ (—2) = 33.
Ahora tenemos que

102> 4+ 332 —7 = 102+ (35 —2)z — 7
102° + 35z — 20 — 7
br(2r +7)—2x —17
= (2z+7)(5x —1).

. Factorice 322 — 22 — 1.

Respuesta: Note que a = 3, b = =2y ¢ = —1. Ahora, ac = —3, por lo tanto,
tenemos que hallar dos enteros tales que su producto sea —3 y cuya suma sea
—2. Observe que los enteros son —3 y 1, ya que

(—3)(1)=-3 vy —3+1=-2.



Ahora tenemos que

372 —2r—1 = 32°+(-3+ 1Dz -1
= 322 —3r+zr—1
= 3z(x—1)4+2—1
= (z—1(Bz+1).

5. Factorice 22 — zy — 10y°.

Respuesta: Note que a = 2, b = —y v ¢ = —10y*. Ahora, ac = —20y?, por
lo tanto, tenemos que hallar niimeros tales que su producto sea —20y* y cuya
suma sea —y. Observe que estos son 4y y —5y, ya que

(4y)(=5y) = =20y v 4y + (=5y) = —.
Ahora tenemos que
2207 —xy — 10y* = 22° + (4y — 5y)z — 10y?
= 2% + 4yx — Syx — 10y°

= 2z(z+2y) — Sy(x + 2y)
= (z+42y)(2z — 5y).

8.3 Factorizacion de binomios

La diferencia de dos cuadrados.

La diferencia de cuadrados surge al multiplicar factores de la forma (a+b) por (a—b):
(a+b)(a—b)=a* -
Ejemplo 8.3.1. Algunos ejemplos.
1. Factorice 2> — 16.
Respuesta: Note que 22 — 16 = (v + 4)(z — 4).
2. Factorice 422 — 25.
Respuesta: Note que 42 — 25 = (22 + 5)(27 — 5).
3. Factorice 2* — ¢

Respuesta: Note que

=yt = (@) - )
(* +y°)(z +y)(z — ).



4. Factorice 2% — y? 4 2z — 2y.

Respuesta: Note que

-y +2 -2y = (z+y)(z—y) +2x—y)
= (z—y)(z+y+2).

La suma o diferencia cubos.

La suma de dos cubos, a® + b*, surge de la multiplicacién
(a+b)(a® — ab+ b?).
De igual manera, la diferencia a® — %, surge de la multiplicacién
(a —b)(a* + ab+ b?).
En otras palabras, sabemos que
a®+b = (a+b)(a>—ab+b*) v a®—b=(a—0b)(a®+ab+b?).
Podemos utilizar estas formulas para factorizar polinomios.
Ejemplo 8.3.2. Algunos ejemplos.
1. Factorice 23 + ¢°.

Respuesta: Una aplicacion directa de la férmula nos lleva a
2y’ = (z +y)(a® — 2y +97).
2. Factorice 2® + 8.
Respuesta: Note que

P +8 = 2 +2°
= (24 2)(2* — 22 4 2?)
= (v+2)(2* — 2z +4).

3. Factorice 2> — 64.
Respuesta: Note que

2?64 = 2% 47
= (z—4)(2® + 42 + 47
= (v —4)(2® + 42 + 16).



4. Factorice 27z — 64y°.
Respuesta: Note que

271 — 64y° = (3x)° — (4y)*
= (32— 4y)((32)” + (32)(4y) + (4y)*)
= (32 — 4y)(92* + 1224y + 16y°).

5. Factorice a® — b5.

Respuesta: Note que

a6_bG — <a2) (b2)3
= (a® = 0*)((a®)* + (a®)(0") + (b*)?)
= (a® = b*)(a* + a** + b)
= (a+b)(a—Db)(a" + a®b* +b*)

Los factores de a* 4+ a?b® + b* no se pueden obtener con las técnicas brindadas
en esta seccién. Ahora, se puede verificar que

a* 4 a®b? + b* = (a® + ab + b*)(a® — ab + b?).
Por lo tanto,

a® —b° = (a +b)(a — b)(a® + ab + b*)(a* — ab + b?).

8.4 Solucion de ecuaciones usando la factorizacion

Podemos usar la propiedad del cero para resolver ecuaciones donde uno de los miem-
bros de la ecuaciéon es cero y el otro miembro se puede escribir como un producto de
uno o mas factores.

Propiedad del cero.

Si el producto de dos o mas factores reales es cero, entonces por lo menos uno de los
factores es cero. Esto es,

Si a y b son reales y ab = 0, entonces a =00 b= 0.
Ejemplo 8.4.1. Algunos ejemplos.
1. Halla el conjunto solucién (sobre los reales) para z(z —2) = 0.
Respuesta: Como z(x — 2) = 0, entonces tenemos que
r=0 6z—2=0.

Por lo tanto, el conjunto solucién es {0, 2}.
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2. Resuelva 222 — 52 — 3 = 0.
Respuesta: Primero factorizamos el polinomio. Para esto, note que
a=2 b=-5 c=-3 y ac= —6.

Ahora tenemos que encontrar dos enteros tales que el producto nos de —6 y la
suma nos de —5. Estos enteros son —6 y 1. Entonces,

202 =5z —3 = 222+ (—6+ 1)z —3
= 222 —6r+2x—3
= 2z2(x—3)4+2x—3
= (z—3)(2z+1).

Por lo tanto, la ecuacién 22* — 5x — 3 = 0 es equivalente a (z — 3)(2r + 1) = 0.
Las soluciones a esta ltima estan dadas por

r—3=0 6 2z+1=0.

Concluimos que el conjunto solucién a esta ecuacién esta dado por

1
3,—=7.
3. Halla la medida del largo y el ancho de un rectangulo si el largo es 10 cm mas

que el doble del ancho. El &rea del rectangulo mide 132 cm?.

Respuesta: Note que tenemos

2x+10

Ahora, el drea de un rectangulo estd dada por A = largo x ancho. Entonces,

A = [Ixa
132 = (2z+ 10)(2)
132 = 22°+ 10z

0 = 227+ 102 — 132.

Factorizemos 222 + 10z — 132. Note que

a=2 b=10, c=—-132 v ac= —264.
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Entonces, queremos dos enteros tales que el producto de —264 y la suma de 10.
Note que 22 y —12 satisfacen estas hipdtesis. Entonces,

202 + 10z — 132 = 22 + (22 — 12)x — 132
= 22% 4+ 22z — 122 — 132
= 2zx(zx+11) — 12(z + 11)
= (v +11)(2z — 12).

Por lo tanto, la ecuacién 22 +10x — 132 = 0 es equivalente a (z+11)(2x —12) =
0. El conjunto solucién para esta ecuacién es {—11,6}. Ahora, no todas las
soluciones son validas, pues estamos hablando de dimensiones de un rectangulo,
por lo tanto, solo las positivas son validas. Concluimos que x = 6. En otras
palabras, el ancho es 6 cm, mientras el largo es 2(6) + 10 = 22 cm.
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