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Clase #9: viernes, 5 de julio de 2024.

9 Expresiones racionales

9.1 Fracciones equivalentes, divisor comin mayor, miltiplo
comun menor
Recuerde que en capitulos anteriores habiamos trabajado con fracciones de enteros.

Mads atin, en esos capitulos demostramos que dada un fraccién a/b, b # 0, existen una
cantidad infinita de fracciones que son equivalentes a a/b, i.e.

a-k

a
b bk’
con k # 0.

De la misma manera, decimos que una expresion racional, P(x)/Q(x) con P(x), Q(z)
polinomios es equivalente a una expresion racional de la forma

P(x)k(z)
Qz)k(z)’
con k(z) # 0.
Ejemplo 9.1.1. Algunos ejemplos.
r 5z 2 2?+3z z - k(x)
4 20 4z Adr+12 Q.k(x)’con (z) #0
r+2 2o0+4 a?43x+42 (x +2) - k(z)
xr—1 2x-—2 21 (x—l)-k(x)’conk(x)#o

. . ) ., T+3
3. Halle una fraccién con denominador 2% — 5z + 6 equivalente a la fraccién
I —_—

Respuesta: Note que 2° — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3). Por lo tanto,

t+3 (z+3)(z—-3  2°—9
r—2 (r—2)(x—3) a22-5x+6

Antes de continuar con el tema de expresiones racionales, es una buena idea
repasar los conceptos de multiplo comin menor (MCM) y divisor comtn mayor
(DCM) de dos o més expresiones.



Definicién 9.1.2. El miltiplo comin menor de dos naturales a y b es el nimero
natural ¢ # 0 tal que

1. a y b dividen a c,

2. c es el nimero positivo menor divisible por ambos nimeros.
Ejemplo 9.1.3. Note que MCM(24, 80) = 240.

De manera similar, podemos definir el MCM de dos polinomios.

Definicién 9.1.4. El miltiplo comin menor de dos polinomios P(z) y Q(z) es el
polinomio M (z) tal que

1. P(x) y Q(z) son factores de M(z) (lo dividen),

2. M(x) es el polinomio con grado menor divisible por ambos polinomios.
Ejemplo 9.1.5. Algunos ejemplos.

1. Halle MCM(2® — 1,2° — z).

Respuesta: De forma andloga a los enteros, escribimos 2* — 1 y 22 — 2 como
producto de factores irreducibles (primos):

=1 = (z+1)(z—-1)

v~z = wx(z—1).

Escogemos los factores primos diferentes que aparecen en ambas factorizaciones
y elegimos la potencia mayor que aparece en una u otra factorizacion. Por lo
tanto,

MCM(z* — 1,2° — ) = o(z — 1)(z + 1).

(
Observe que MCM(z? — 1,2% — x) = 2(x — 1)(z + 1) = 2(2® — 1), por lo tanto
2?—1 divide a x(x—1)(z+1). También, MCM(2*—1,2° —x) = 2(x—1)(z+1) =
(#* — 2)(x + 1), por lo tanto 2? — x divide a z(z — 1)(x + 1).

2. Halle MCM(62°, 92%).
Respuesta: Note que

62> = 2-3.2°

92 = 3%.2%

Escogemos los factores primos diferentes que aparecen en ambas factorizaciones
y elegimos la potencia mayor que aparece en una o otra factorizaciéon. Por lo
tanto,

MCM(62°,92%) = 2 - 3% - 2° = 182°.



3. Halle MCM (2422, 16y).
Respuesta: Note que

242% = 23.3.2°
16y = 2%.y.

Por lo tanto,
MCM (2422, 16y) = 2*- 3 - 2% - y = 482%y.

4. Halle MCM(2? — 62 + 9,2 — 9, 2° — 4z + 3).
Respuesta: Note que

2 —6x+9 = (v—3)°
-9 = (v-3)
2 —dr+3 = (v—3)

Por lo tanto,

MCM(z* — 6z + 9,2 — 9,2 —42+3) = (z—3)*(x+3)(z—1)
= 2" —42® — 62® + 367 — 27.

Resumen:
Para hallar el multiplo comin menor de dos polinomios, haga lo siguiente:
1. Escriba cada expresién como un producto de potencias de factores irreducibles.

2. Selecciona los factores diferentes que aparecen en las factorizaciones de las ex-
presiones.

3. Toma la maxima potencia de cada factor diferente.

4. El multiplo comin menor es el producto de las potencias mayores de los factores
diferentes.

Ahora trabajaremos con el divisor comun de mayor de polinomios. Primero re-
frescaremos la definicién que tenemos para enteros.

Definicién 9.1.6. El divisor comtn mayor (DCM) de a,b € Z (al menos uno de ellos
distinto de cero) es el entero positivo d tal que

1. d divide a a y b,
2. d es el entero positivo mayor que divide a ambos.
Ejemplo 9.1.7. Note que DCM (144, 120) = 24.

De manera similar, podemos definir el DCM de dos polinomios.

3



Definicién 9.1.8. El divisor comtin mayor de dos polinomios P(x) y Q(x) es el
polinomio D(z) tal que

1. D(z) es factor de (divide a) P(x) y Q(z)
2. D(z) es el polinomio con grado mayor que divide a ambos polinomios.
Ejemplo 9.1.9. Algunos ejemplos.

1. Halle el divisor comtn de 2% — 1y 2? — x.

Respuesta: De forma analoga a los enteros, escribimos 2° — 1 y 2? — 2 como
producto de factores irreducibles (primos):

-1 = (z+1)(z—-1)

v~z = wx(x—1).

Escogemos los factores comunes en ambas factorizaciones y elegimos la potencia
menor que aparece en una o otra factorizacién. Por lo tanto,

DCM(2? — 1,22 —2) =z — 1.

2. Halle DCM(18z%y°, 30x%y").
Respuesta: Note que

1824 = 2.3%.2% .47
302%y" = 2-3-5.2%.9.

Por lo tanto,
DCM(18z%y°,30x%y™) = 2-3 - 2% - 9° = 62%y°.
3. Halle DCM(z® — 6z + 9,2% — 9, 2% — 4z + 3).
Respuesta: Note que

2 —6x+9 = (v—3)°
-9 = (z-3)(z+3)
?—dr+3 = (r-3)(x—1

Por lo tanto,

DCM(z? — 62 +9,2° —9,2* — 42 +3) = x—3.

Resumen:

Para hallar el divisor comin mayor de dos polinomios, haga lo siguiente:
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1. Escriba cada expresién como un producto de potencias de factores irreducibles.
2. Selecciona los factores que tienen en comtun ambas factorizaciones.

3. Toma la menor potencia de cada uno de los factores comunes.

4. El multiplo comin menor es el producto de estas potencias.

Simplificacién de expresiones racionales

En el capitulo 2 (lectura del 1 de junio) dijimos que una fraccién de nimeros enteros
se encuentra en su forma mas simple cuando el numerador y el denominador son
relativamente primos, esto es, cuando el DCM de ambos es 1. De forma anéloga, dec-
imos que una expresién racional de la forma P(z)/Q(z) con P(z) y Q(x) polinomios
(Q(x) # 0) estd en su forma mas simple cuando P(z) y Q(z) son relativamentes
primos, esto es, cuando DCM(P(x), Q(x)) = 1.

Ejemplo 9.1.10. Algunos ejemplos.

2h
1. Simplifica la expresion 6@_.
3ab?

Respuesta: Note que
6a2b_ 2:3-a-a-b _ 2a

3ab2  3-a-b-b b’

1223y
dxy

2. Simplifica la expresién

Respuesta: Note que
120% 22.3-x-x-x-y

322,
dxy 4-x-y v
-2
3. Simplifica la expresién <
Respuesta: Note que
T —2 T —2
= =—1.
22—z —(z-—2)
2 _4x+3
4. Simplifica la expresion x2—3:+
x4 —9
Respuesta: Note que
?—dr+3  (z—=3)(x—1)
2-9  (z-3)(z+3)
o or—1
x4+ 3



2
b5x + 6
5. Simplifica la expresién T or

2 —8r+15
Respuesta: Note que
> +5x+6  (x+3)(z+2)
2 —8r+15  (z—3)(xz —5)
Conclui 22+ 52 +6 » ¢ s simpl
oncluimos que ——————— esta en su forma més simple.
M o 8+ 15 P
. R |
6. Simplifica la expresién .
1 — a2
Respuesta: Note que
-1 (z—1)(®+z+1)
1—22 (1—2)1+x)
(x —D)(x* +2+1)
—(z—-1)(1+x)
P 4a41
B 1+z

9.2 Suma y resta de expresiones racionales

De manera similar al caso de fracciones de enteros, trabajamos primero el caso cuando
tenemos dos expresiones racionales homogeneas. Sean a(x), b(x), ¢(x) polinomios con

b(z) # 0. Entonces,

a(x) c(z) a(x)£c(z)
o) S b dl)

Ejemplo 9.2.1. Algunos ejemplos.

5, do _dvds
r—3 -3 -3

1.

T 5) r—>5
. — = =1. si )
3 r—5 x—5 x-—5 Siz 75

Suma y resta de expresiones racionales no homogeneas

Para sumar o restar dos expresiones racionales no homogéneas, podemos encontrar
expresiones racionales homogéneas equivalentes a las expresiones a considerar y luego
sumar o restar utilizando la regla anterior.



Ejemplo 9.2.2. Algunos ejemplos.

1 3+1
S 222 dx’

Respuesta: Note que MCM (222, 4x) = 422, Entonces,
3 1 6 T

222 Az 42 + 432
6+ x
472

T 3
2+r dr+4

Respuesta: Note que MCM(2? + 2,42 + 4) = 4x(x + 1) = x(4x + 4). Entonces,

T 3 4x 3

2+ dw+4 dr(xr+1) dzx(z+1)
T

dr(z +1)
1

4 x+1)

3. 2x —
x_

Respuesta: Note que

9 _ 4 20(z—2) 4
T —2 r—2 r— 2
2x% — 4z 4
N r—2  x—2
22 —dx—4
N x—2

También podemos utilizar la siguiente féormula

a(x) n c(z)  a(r)d(x) £ b(x)c(z)

b(z) " d(x) b(x)d(x)
Ejemplo 9.2.3. Algunos ejemplos.
3 1
1. —+ —.
22 + 4z



Respuesta: Note que

3 1
222 4x
g T3
»?4+x  dr+4
Respuesta: Note que
T 3

22 +x dr+4

3(4x) + 222(1)
(22%)4x
122 + 222
813
2x(6 + )
2x(42?)
6+
422

r(4r +4) — 3(2* + x)
(22 4+ z)(4x + 4)

4% + 4z — 32 — 3
(22 4 z)(4x + 4)

P+

(2 + x)(4x + 4)
1

dr +4

9.3 Multiplicacién y divisién de expresiones racionales

La multiplicacién y la divisién de expresiones racionales se basan en el concepto de
multiplicacion y divisién de fracciones que analizamos anteriormente. En particular,
si a(x),b(z), c(x),d(z) son polinomios con, entonces

@ @ - CL(x)C(x) con b(x T
b(z) d(z) b(2)d(z)’ b(z) #0,d(x) # 0.
a(l‘> c(x) alx) d x) a(x)d(x)

(2) " dx) b

Ejemplo 9.3.1. Algunos ejemplos.

. sz Yyt baty
) Y2 5x2y2_5x2y4_y'
5 t+2 243 (r+2)(x+3) 2*+5x+6
x4+l x+4 (r+D(z+4) 2245z +4
B0 % 3y @Gy %
"2y T3y 2 5 (295 10y 10
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A x2—5x+6;x—3_
- rx+6 5 1+6 r—3 (v+6)(zr—3)

> —5r+6 5 5(z% — 5z + 6)

Ahora, note que

5(x? — 5z + 6) _ 5@ —2)(z—3)
(x4 6)(x — 3) (x 4+ 6)(x — 3)
5(x —2)

z+ 6
5 — 10

r+6

Concluimos que
2> —5x+6 x—3 5xr—10

x+6 "5 x+6

9.4 Ecuaciones racionales

Se dice que una ecuacién es racional si se puede escribir de la forma

para P(z) y Q(z) polinomios.
Resolver una ecuacién racional sobre los ntiimeros reales consiste en hallar el con-
junto de estos ntimeros que hacen cierta la ecuacién. Para resolver la ecuacién

P(z)
= ()’
Q(z)
debemos recordar que una fraccién es cero si y solo si su numerador es cero y su

denominador es diferente de cero. Para resolver la ecuacion, tenemos que hallar los
nimeros reales z tales que P(z) =0y Q(x) # 0.

Ejemplo 9.4.1. Algunos ejemplos.

1. Halle el conjunto solucion de la ecuacion

r—3

=0.
5

Respuesta: Como el denominador nunca es cero, entonces el conjunto solucién
esta dado por agellos reales para los cuales el numerador sea cero. Por lo tanto,
el conjunto solucion estd dado por {3}.

2. Halle el conjunto solucién de la ecuacién

3r — 2
=5.
T+ 2




Respuesta: Primero tenemos que escribir la ecuacion en la forma

P) _,
Qz)
Para esto, note que
3x — 2
= 5
T+ 2
3x — 2
-5 =0
x4+ 2
31’—2_5($+2) 0
T+ 2 r+2
3r—2 bSxr+10 0
x+2 r+2
—2x — 12
— = 0.
T+ 2

Ahora, note que esta ecuacién es cierta cuando —2x — 12 = 0y oz + 2 # 0.
Resolvemos primero —2z — 12 = 0. Note que

—2x—12 = 0
—2r = 12

12

r = —

-2

r = —6.

El conjunto solucién estd dado por {—6}.

. Halle el conjunto solucién de la ecuacion
T 4 2
+2 x+1 x+2
Respuesta: Primero tenemos que escribir la ecuacién en la forma

P(z)
Q(z)
Para esto, note que
T 4 B 2
r+2 x+1 T+ 2
T 4 n 2 _ 0
r+2 x+1 z+2
T+ 2 4 _ 0
r+2 x+1
4
1— =0
z+1
r+1 4 _ 0
r+1 z+1
z—3 B
r+1
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Note que esta ecuacién es cierta cuando r —3 =0y z+1 # 0,2+ 2 # 0.
Concluimos que el conjunto solucién esta dado por {3}.

Otro método para resolver ecuaciones racionales

Otro método para resolver ecuaciones racionales es lo que se conoce como el proceso
de “limpiar el denominador”. Explicaremos este proceso con un ejemplo. Suponga
que quiere resolver la ecuacion

r a2

Note que si multiplicamos toda la ecuacién por z2, el cual es el denominador comin
mayor de todas las expresiones racionales, entonce obtenemos

2 3
x2-—+x2-—2:x2,
x x
la cual es equivalente a
2r 4+ 3 = 2°.

Por lo tanto, obtenemos la ecuacién
0=2"—2z+3.

Observe que 2° — 22 + 3 = (x — 3)(x + 1). Por lo tanto, nuestra ecuacién se puede
escribir como

?—22+3 = 0
(x=3)(z+1) = 0.
Concluimos que el conjunto solucién es {—1, 3}.

Siempre es una buena idea verificar que en realidad no cometimos un error. Note
que si x = —1, entonces,

e =2y = —2+3=1

y sl x = 3, entonces

2+3_2+3_2+1_3_1
xr 22 3 3 3 3 3 7

Por lo tanto, es cierto que {—1,3} es el conjunto solucién a la ecuacién

2 3

— = 1.
A

Ejemplo 9.4.2. Algunos ejemplos.
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3x—2_2

1. Halle el conjunto solucién de la ecuacion ==

x+1 3

Respuesta: Observe que el denominador mayor comtn de las expresiones racionales
es 3(z + 1). Multiplique toda la ecuacién por 3(x + 1) para obtener
3r — 2 2
3 1) - = 3 1). 2
(w17 (r1)-3
9r —6 = 2x+2

9r —2x = 246

Tx = 8
I 8
= =
Concluimos que el conjunto solucién esta dado por {8/7}.
7 6

d.

. Halle el conjunto solucién de la ecuacion — =

xr—1 22-1
Respuesta: Observe que el denominador mayor comun de las expresiones racionales
es #2 — 1. Multiplique toda la ecuacién por 2 — 1 para obtener

6
— 2_ . — 2_ .
" (x®=1) 1 (z=—1)-5
7
Dz —1)-—— 6 = 522
(x+1)(z—1) o 6 5z° —5

Tr+7—6 = 52°2—5
0 = 522—7x—6.

(@~ 1)-

El polinomio 5z% — 7z — 6 factoriza como (5z + 3)(z — 2), por lo tanto, tenemos
la ecuacion

522 —Te —6 =
(bx+3)(z—2) = 0.

Concluimos que bx +3 = 0 o x — 0 y por lo tanto, el conjunto solucién esté
dado por {—3/5,2}.

5
. Halle el conjunto solucién de la ecuacion + 5 = 1.
'Z‘ J—
Respuesta: Multiplique toda la ecuacion por x — 3 para obtener
T +95

—3). — —3
(=3 T = (2-3)

r+5 = x—-3

5 = —3.

Esto ultimo es una contradiccion, por lo tanto, no tenemos soluciones. En otras
palabras, el conjunto solucién estd dado por (.
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